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4.2. Soluciones e indicaciones a los problemas del
Capitulo 11

1. La Regla de Cramer establece

‘2 4‘ ‘2 2'

1 3 1

T = =—-1ly= =1
2 4 2 4
2 3 2 3

2. Utilizando la definicién de determinante se tiene

1 1
y z | |z x oy
;72 ny ;2 = ‘y2 2 2 2 + 22 P

= yz(z —y) —22(2 — ) + 2y(y — 2)

Podriamos haber procedido mediante operaciones elementales:

1 1 1 1 1 1 1 1
T oy =z = | Y z =10 y—= z—x
I T 0 y*—yr 2°2—2x 0 yly—z) 2(z—1x)
_ Yy—T z2— o 1 z—2
“ - e-ay |V "”‘y z(z—x)‘
11
= (y—=)(z - y oz = —z)(z—-2)(z—y)

Para el caso del segundo determinante lo més razonable a priori es desarrollar por
la tdltima columna:

cosa —sino 0 . )
. sino cos« cosa —sinao
sinav  cos« 1 = — + cos «

sina cos« sina  cos«

sinaw  Ccosa  CoS«
= cosa
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2 0 0 3 5 2 0 0 3 5
1 -1 2 1 2 1 -1 2 0 2
o 1 3 —-12|=]0 1 30 2
4 1 1 -1 0 4 1 00
-2 3 1 -3 0 —2 1 00
1 -1 2 2 1 -1 2 2
_ 3 0 1 3 2 _ 3 -1 2 10
4 1 10 4 1 10
-2 3 10 -2 3 10
-1 2 1 -1 2 1
=64 1 1|=6]{ 0 9 5
-2 31 0 -1 -1
-1 1 1
=6 0 4 5 |=24
0 0 -1
b)
3 00 3 300 3 300 3
0303:0303 0303:_(2)34
00 3 3 003 3 003 3
33 00 030 -3(l0O0O0 —6
¢)
1101
2 x 01
01 y 1 =xy—x+1—y
01 11
El determinante
r Yy 2z+ 3y
4 3 17
z t 2243t

es cero porque la tercera columna, (3, es combinacién lineal de las otras dos, de
hecho C5 = 2C; + 3C, . Para

sina 1 cos’a

sinb 1 cos?b

cos?c 1 sinc

se aprecia que Cy = (' 4+ (5, con lo cual vale cero.
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5. Lo primero es inmediato por las propiedades de los determinantes. La segunda pre-

gunta también es inmediata ya que |A| = |A”]|.
1
6. (Por qué A7l = |_A|? Pues porque AA™! = Id y si tomando determinantes se
tendra que
|AA7Y = [1d|.

Usamos ahora el hecho de que |Id| =1 y de que |[AA™!| = |A||A™}!| para llegar a
Al AT =1
y deducir asf la igualdad pedida (que tiene sentido siempre que |A| # 0).
7. La matriz asociada a T : R® — R3 cuando
T(x,y,2) = (x+2y+ 2z, 3x+y+2z 3z+2y+22),
se determina calculando T(¢’;)

€1) = T(1,0,0) = (1,3,3)
(€¢y) = T(0,1,0)=(2,1,2)

T
T(€s) = T7(0,0,1) = (1,2,2)

Por tanto la matriz asociada a T' es

1
A=1 3
3

N =N

1
2
2

La matriz asociada a T~! es la matriz inversa de A,en caso de que exista:

-1

121 -2 -2 3
At=(31 2 = 0 -1 1 (4.1)
32 2 3 4 -5

El célculo que hay que hacer para establecer la igualdad anterior es sencillo: em-
pleemos el Método de Gauss para probar que

-2 =2 3
0 -1 1 =A
3 4 =5
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lo cual es equivalente a la igualdad (4.1):

-2 =2 3 100 -6 —6 9 3 00
0O -1 1 01 O) ~ 0O -1 1 010
3 4 -5 001 6 &8 —-10 0 0 2
-6 —6 9 3 00 -6 —6 9 3 0 0
~ 0 -1 1 01 0]~ 0O -1 1010
0 2 -1 3 0 2 0O 0 1 3 2 2
-6 -6 9 3 0 0 -6 0 9 21 6 12
~ 0O -1 0 -3 -1 =2 |~ 0O -1 0 -3 -1 -2
o o 1 3 2 2 o o0 1 3 2 2
-6 0 0 -6 —-12 -6 1 001 21
~ O -10 -3 -1 -2 ]|]~1010312
0 o0 1 3 2 2 0013 2 2
8. El sistema
20 —y+2=0
r+my—z=0
r+ y+z2=0
tiene como matriz asociada a
2 -1 1
A=11 m -1
1 1 1

Sabemos que tiene rango tres sii su determinante es distinto de cero. Calculémoslo:
2 -1 1

detA = |1 m -—-1|= 2‘ ﬂf
11 1

= 2(m+1)+24+(1—m)=m+5

1—1‘ ‘1m'
_|_

De manera que si m # —5 el determinante es distinto de cero y por ende el rango
es 3. Usando el Teroema de Rouché-Frobenius se trata de un sistema CD y por
consiguiente la tinica solucion es la trivial.

Si m = —5 entonces la matriz es
2 -1 1

A=11 -5 -1
1 1 1
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10.

11.

1 =5
el rango es dos (podemos tomar los dos primeros vectores fila o los dos primeros

Observamos que el menor ( > tiene determinante distinto de cero, por tanto

vectores columna, como vectores 1.i.). En este caso Rouché-Frobenius establece que
el sistema es CI. Por tanto la respuesta a la pregunta formulada es: para m = —5.

Decir que un polinomio f(z) = ax?+bx+-c, de grado 2, cumple f(1) = 2, f(—1) = 4,
f(3) = 6 significa que han de cumplirse las igualdades
a+b+c =
a—b+c =
9a+3b+c =

Este sistema es CD (probarlo) y su solucién es ¢ =
polinomio pedido es

i e}

NS %,b = —1.Asf que el

3 9
f(zx) :Zx2—x+1.

Para encontrar el rango de la matriz

1 a -1 2
2 -1 a 5
1 10 -6 1

podemos utilizar el menor 3 x 3 formado por las columnas 1, 3 y 4:

1 -1 2
det| 2 a 5 =—a+3
1 -6 1

luego si a # 3 el rango es tres. Si a = 3 entonces volvemos a escribir la matriz y en
lugar de volver a calcular determinantes hacemos operaciones elementales:

1 3 -1 2 1 3 -1 2
2 -1 3 5 |~12 -1 3 5
1 10 -6 1 0 0 0 0

En consecuencia el rango es dos. Completar los detalles.

Estudiar para los distintos valores de a y b el sistema

ar +y+bz=0
r+ay+22=0—-2 .
r4+ay+bz=a—-1
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Operamos sobre la matriz del sistema: observamos que

a 1 b 0 a 1 b 0

1 a 2 b—2 ~ 1 a 2 b—2

1 a b a—1 0 0 b—2 a—0b+1
y por lo tanto el determinante de la matriz de coeficientes es

det A = (a® —1)(b—2)

de modo que si a es distinto de +1 y b es diferente a 2 el rango es 2 y hay solucién
unica. Si realizamos mds operaciones podremos encontrar la solucién.

a 1 b 0 0 1—a® b—2a 2a—ab
1 a 2 b—2 ~ 1 a 2 b—2
00 b—2 a—1 0 0 b—2 a-—1
1 a 2 b—2

~ 0 1—a® b—2a 2a—ab
0 0 b—2 a-—1

por tanto el sistema serd triangular y su solucién se hace de manera recurrente, de
abajo hacia arriba en este caso, obteniéndose

- )

_2—ab+62—2b b2—b—2a —a+b—1
{ TT0—2(ar ) T -2 (ar) }

A continuacién hemos de tratar los distintos casos:

a) Supongamos a = 1. En esta situacién tendremos que estudiar

1106 0 11 b 0
11 206-2|~(002-b0b-2
1106 0 00 O 0

Vemos que si b es distinto de 2 entonces r(A) = r(A) = 2, y tomando como

menor bésico a ‘ tenemos que la solucion se obtiene resolviendo

1 b
0 2-0b

r+y+bz = 0
(2=b)z = b—2
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ie.
y+bz = —x
(2—-b)z = b—2
ie. 2= —-ley = —x —bz = —x +b. La forma vectorial del conjunto de

soluciones (es un sistema CI) es

T b 0
y | = 0 +Al -1
z —1 0

con Acualquier niimero real.

Si b = 2 entonces llegamos al matriz

11
00
0 0

S O N
o O O

hay rango uno (para A y para A) el sistema es pues CI y la resolucién se lleva
a cabo estudiando el sistema

r+y+22=0

Es obvio que las soluciones de éste se escriben como

T —1 -2
y | =X 1 +u 0 , A pueR
z 0 1

b) El caso en el que a = —1se discute de manera andloga.



